Exercice 1. (D’aprés Centrale TSI 2016)

Deux personnes sont perdues dans un labyrinthe composé de cinq pieces disposées
comme indiqué sur la figure ci-contre. Chaque piece est reliée aux deux pieces voisines
par un couloir. Les couloirs sont représentés par les segments du dessin.

A Pinstant n = 0, les deux personnes se situent dans deux piéces voisines (par exemple
les pieces 1 et 2). Elles partent alors a la recherche I'une de l'autre selon les regles

Devoir maison n° 11 : Correction

suivantes :

a partir d’une piece, chacune peut aller dans I'une ou ’autre des deux pieces voisines, les deux possi-
bilités étant de probabilité 1/2;

les déplacements des deux personnes se font simultanément ;

les choix des déplacements sont indépendants les uns des autres;

on suppose que les deux personnes ne peuvent ni se retrouver ni se voir dans les couloirs qui relient
entre elles les différentes pieces ;

les deux personnes se déplacent jusqu’a se retrouver dans une méme piece; une fois qu’elles se sont
retrouvées, elles restent ensemble lors de leurs déplacements futurs.

Pour tout entier naturel n, on note :

A, Pévénement « les deux personnes sont dans la méme piece apres n déplacements » et a, = P(A,);
B, I'événement « les deux personnes sont dans des pieces voisines (par exemple les pieces 1 et 2 ou les
pieces 1 et 5) apres n déplacements » et b, = P(By,);

C), Pévénement « les deux personnes sont dans des piéces non voisines (par exemple les pieces 1 et 3
ou les pieces 1 et 4) apres n déplacements » et ¢, = P(Cp).

. Donner les valeurs de ag, by et cg.

A Tinstant ¢ = 0, les deux personnes se trouvent dans deux pieces voisines, i.e. By est réalisé alors que
Ag et Cp non. Ainsi |ag =cop=0¢et bg =1 |

. Soit n un entier naturel. Donner les probabilités conditionnelles P, (An+1), Py (Ant1) et B, (Ant1).

By,
On justifiera précisément a l'aide des regles décrites ci-dessus.

e Si les deux personnes sont dans la méme piece a 'instant n, elles le restent a I'instant n + 1 donc

P, (Ans1) =1]

e Si elles sont dans des pieces voisines a l'instant n, elles ne peuvent pas se retrouver dans la méme

piece & I'instant n + 1 car elles doivent toutes deux se déplacer d’une piece donc | Py (Ap41) =0,

o Si elles se trouvent dans des pieces non voisines a l'instant n (par exemple 1 et 3), la seule fagon
de se retrouver dans la méme piece a I'instant suivant est qu’elles aillent toutes deux dans la piece qui

1 1 1
les sépare (2 dans notre exemple) donc | I, (Apt1) = 5%5 =1l

1

. En déduire que, pour tout n € N, an+1 = an + —cp.

4
D’apres la formule des probabilités totales pour le systéme complet d’événement (A, By,,Cy), on a

P(An+1) = P(An+1 N An) -+ P(An+1 N Bn) -+ P(An+1 N Cn)
= P(An)PAn(An+1) + P(Bn)PBn(An—i-l) + P(Cn)PCn(An—l-l) > 0
2

— 1 x P(An) + 0 x P(Bn) + iP(Cn)

=l|an+ —-cp |

4
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4. Donner, sans justification, une expression de c,41 en fonction de ay, b, et cy.
1
On admet que 'on obtient de fagcon analogue que, pour tout n € N, b, 11 = an + Ecn.

1 1
En procédant comme dans les deux questions précédentes, on a pour tout n € N, |41 = an + 20|

an
5. On note u, = (bn) . Déterminer une matrice A telle que la relation u,4+1 = Au, soit vérifiée pour tout
cn

n € N.

Avec les trois relations des questions précédentes, pour tout n € N, on a

Gn+1 an + $n 1 0 1/4
Cnt1 b+ 3¢n 0 1/4 1/2

Remarque : cette question est totalement inutile pour la suite mais c’est un grand classique, la réduction
de A aurait aussi permis de déterminer [’expression des trois suites en jeu.

6. On se propose de déterminer I’expression des trois suites (an)nen, (bn)nen €t (¢n)nen.

(a) Montrer que la suite (by,)nen vérifie la relation de récurrence linéaire d’ordre 2 suivante :

5 5
brt2 = —bpt1 — —bn.
+2 4 +1 16

Soit n € N. D’apres Q4 pour b,42 puis pour ¢,+1, on a

3 1 3 1/1 1 3 1 1
bnto = 1bn+1 + 2ot = an-i-l + 1 an + 50n | = an-i-l + Rbn + gen
. . 3 1 . ) .
Or, toujours d’apres Q4, on a b,y = an + ch, ce qui se réorganise en ¢, = 4bp+1 — 3by.
Finalement, on obtient
3 1 1 5 5
bn+2 = an-i—l + Tﬁbn + §(4bn+1 - 3bn) = an—i-l - Ebn .

(b) En déduire 'expression de b,, en fonction de n.

o L’équation caractéristique associée & la relation obtenue précédemment est r? — %r + % = 0.

2 54 V5 |54./5
Son discriminant vaut A = %—2 —4 x % = % = (%) donc les racines sont 2 5 4 — 8\[ |

Notons-les r; (celle avec le signe —) et ry (avec le signe +).

Ainsi, d’apres le cours, il existe (o, 3) € R? tel que pour tout n € N, |b, = ar} + fr} ‘

Petit aparté : étant donné le résultat donné pour c, juste apres cette question, ces racines nous
rassurent quant au fait qu’on soit sur la bonne voie.

e Or d’apres Q1, on a bg = 1 et avec Q4, on obtient b, = %. En injectant dans l’expression

précédente, il vient

{a—kﬂzl La;ggﬂ{ﬁzl—oz
ary + prg = (5-VBa+ (5+v5)(1—a)=6

=~

S

b=1—« a:5*10
é o= 1=V5 i _ 5+V5
25 10
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Finalement, tout n € N, b, =
Inalemen pour tout n n 10 3 10 3

5_¢5<5_\/5>"+5+\/5<5+¢5>"'

Ouf, je vous avais prévenu, c’était un beau calcul!
On admet que, grace a ce résultat et a Q4, on obtient alors

“1/5-v5\" 1 (5+5\
et eam A(E0) 1 (25Y.

(c) Les suites (an)neN, (bn)nen €t (cn)nen sont-elles convergentes ? Si oui, préciser leurs limites et en
donner une interprétation.

. On30<%<%<@:1donc lim (%)n: lim (5+T/5)n:o.

8 n—-+00 n—-+00

D’apres la question précédente et le résultat admis, on en déduit que| lim b, = lim ¢, =0/
n—-+o0o n—-+o0o

o Par ailleurs, comme (A, B, Cy) est un systéme complet d’événements, on a a, = 1 —b, — ¢y,

5 3 RS : —1]
d’ou, avec ce qui précede, | lim a 1
n—-+o0o

o Cela signifie que les deux personnes sont ‘presque stires de se retrouver | au bout d’une grand
nombre de déplacements, cela est conforme a 'intuition.

7. Pour n € N, on note R,, I'’événement : « les deux personnes se retrouvent pour la premiere fois apres
n déplacements ».
(a) Justifier que P(Ry) = P(R;) = 0.
o D’apres I’énoncé, a l'instant n = 0, les deux personnes se situent dans deux pieces voisines donc
P(Ry) =01
e Par définition, Ry = Ai()ﬂ A1 =0NA =QNA = A;.
Or, d’apres Q3, on a P(A;) = a1 = ap + ico =0,dou|P(R;)=0]|

(b) Pour n € N* exprimer I’événement R,, en fonction de 4, et Cp,_1.

Soit n € N*.

Comme d’apres ’énoncé « une fois qu’elles se sont retrouvées, les deux personnes restent ensemble
lors de leurs déplacements futurs », on a R,, = A, N A,_; (premiéres retrouvailles a I'instant n).

Or (Ap—1,Bn-1,Cpr_1) est un systéme complet d’événements donc A,_1 = B,_1 U C,_1. Par
distributivité, on obtient

Ry =An N (Buo1UCno1) = (Ag N Bpo1) U (An N Coo1) L U (A4n N Cry) = [4n N Cni ]

(c) En déduire I'expression de P(R,,) en fonction de n.

On a déja obtenu P(Ry) = P(R;) = 0.

Soit n > 2. D’apres la question précédente, P(R,) = P(4, N Cp_1) = P(Cn_l)PC 71(An) £
=l =l

1 qe| -1 5—v5\" L1 5+v5Y)

47 T a5\ 8 INANE |

On peut remarquer que pour n = 1, cette expression donne 0 donc elle est valable pour tout

n € N*, le cas n = 0 restant a part.
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Exercice 2. % (D’aprés un oral de X-ESPCI PC)
On range n boules dans n boites. Déterminer la probabilité m, qu’une seule boite soit vide. Donner un
équivalent de 7w, lorsque n — +o0.

o On modélise ainsi : I'univers est 'ensemble 2 des applications f de [1;n] (les boules) dans [1;n] (les
boites), muni de la tribu pleine P(£2) et de la probabilité uniforme. En particulier Card(2) = n".
Comme on veut une unique boite vide, on s’intéresse a

A, ={feQ|Card(Im f) =n — 1}.

Un élément f de A,, est entierement déterminé par :
— le choix de 'unique élément a € [1;n] qui n’a pas d’antécédent par f (i.e. la boite vide);
— le choix de l'unique élément b € [1;n] \ {a} qui a deux antécédents par f (i.e. la boite qui contient
deux boules) ;
— le choix des deux antécédents c et d de b (i.e. les deux boules qui sont dans la méme boite) ;

le choix d’une bijection de [1;n] \ {¢,d} dans [1;n] \ {a,b} (i.e. le rangement de toutes les autres
boules dans des boites distinctes).

Ainsi Card(A,) =n x (n—1) x (3) x (n —2)! = (5)n! et donc la probabilité recherchée est

2
_ Card(4,) _|(n\n!
™ Card(Q) | \2)nn |
e D’apres la définition du coefficient binomial et la formule de Stirling,

n(n —1)V2mnpw"e™ fn5/2 o
. |

~y

R 2 " +o0
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